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Анотацiя
В рамках нерелятивiстської моделi складових кваркiв пропонується варiацiйний пiдхiд для розрахунку спектру
мас барiонiв, що мiстять один важкий кварк або два тотожних важких кварка. В якостi мiжкваркової взаємодiї
обирається корнеллiвський потенцiал. Проводиться систематизацiя важких барiонiв в основному станi, виходячи з
аналiзу симетрiї хвильової функцiї системи. Оцiнюються маси 𝑐 та 𝑏 складових кваркiв. Результати для барiонiв,
що спостерiгалися, порiвнюються з експериментом. Для iнших робиться передбачення щодо їх маси.
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Вступ
На даний час значна увага, як на теоретичному,
так i на експериментальному рiвнi, придiляється про-
блемам iснування кваркових систем, якi включають
до свого складу важкi 𝑐- та 𝑏-кварки. Це передусiм
так званi екзотичнi частинки, тетракварки та пента-
кварки, а також звичайнi барiони з одним та двома
важкими кварками.
Пошуки частинок на експериментi значно спро-
щуються, якщо вiдомо, в якому дiапазонi енергiй їх
необхiдно шукати. Саме тому теоретичний аналiз
спектру мас частинок, що мiстять важкi кварки, є
важливою задачею сучасної фiзики високих енергiй.
Дана робота присвячена розрахунку спектру мас
трикваркових систем, до складу яких входить один
важкий кварк та тих, що мають два тотожних важ-
ких кварка. Один з можливих пiдходiв до цiєї про-
блеми був розглянутий в роботi [2] на основi набли-
ження, в якому барiони розглядаються як ефективна
двочастинкова система, що складається з важкого
кварка та дiкварка – системи двох легких кваркiв (𝑢,
𝑑 або 𝑠). Це наближення суттєво знижує можливостi
розрахунку, бо в рамках такої моделi фактично не
враховується вплив важкого кварка на систему двох
легких кваркiв. В данiй роботi розглядається варiа-
цiйний пiдхiд для розрахунку, який не використовує
двочастинкового наближення. У роботi [1] вже було
застосовано даний пiдхiд до знаходження спектру
мас легких барiонiв. Тепер метою є застосування цьо-
го метода для знаходження мас важких барiонiв, а
саме тих, що мiстять один або два важких кварки. За
умов узгодження теоретичних та експериментальних
даних для вже знайдених важких барiонiв, запропо-
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нований пiдхiд дозволить зробити передбачення мас
для тих, що досi не спостерiгалися.
1. Барiони з одним важким кварком
1.1. Аналогiя з атомом гелiю
З теоретичної точки зору барiони з одним важким
кварком є цiкавими тим, що їх можна розглядати по
аналогiї з атомом гелiю, де важкий кварк грає роль
ядра, а два легких – електронiв.
Атом гелiю має наступнi характеристики:
• H𝑒 (𝐴 = 4, 𝑍 = 2),
• ядро: M (2𝑝+ + 2𝑛) ≈ 4 ГеВ,
• пара 𝑒−𝑒− на орбiтi,
• кулонiвська взаємодiя.
Вiдповiднi характеристики важкого барiона:
• (𝑄𝑞1𝑞2), де 𝑄 ∈ (𝑐, 𝑏); 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑢, 𝑑, 𝑠),
• 𝑏-кварк (𝑐-кварк) грає роль ядра (𝑚𝑏 ≈ 5 ГеВ,
𝑚𝑐 ≈ 2 ГеВ),
• легкий дiкварк 𝑞1𝑞2 аналогiчний до електронної
пари,
• поле кольорового заряду.
Така модель з врахуванням деяких поправок до-
зволяє застосувати вже вiдомий в атомнiй фiзицi
пiдхiд [3, 4], а саме – варiацiйний метод Рiтца, до
бiльш складної системи, якою є важкий барiон.
1.2. Систематика барiонiв в основному станi
Хвильова функцiя системи є добутком функцiй,
що вiдповiдають квантовим числам: аромату, кольо-
ру, спiну та орбiтальному квантовому числу:
𝜓 = 𝜒𝑠𝜁𝑓𝜙𝑙𝜂𝑐 = ̃︀𝜓𝜂𝑐 (1)
де 𝑓 – аромат, 𝑠 – спiн, 𝑙 – орбiтальне квантова число,
𝑐 – колiр.
Ця хвильова функцiя повинна бути антисиметри-
чною вiдносно перестановки кваркiв. Кольорова ча-
стина хвильової функцiї має бути завжди антисиме-
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тричною, отже антисиметричностi повної хвильової
функцiї можна досягти за рахунок симетричностi
комбiнацiї: ̃︀𝜓 = 𝜒𝑠𝜁𝑓𝜙𝑙 (2)
Що стосується ароматної частини хвильової фун-
кцiї, всього iснує дев’ять можливих комбiнацiй двох
легких та одного важкого кваркiв. Цi комбiнацiї
розташовуються в двох 𝑆𝑈(3)-мультиплетах: секс-
тетi (симетричний) та антитриплетi (антисиметри-
чний) [5]:
3⊗ 3 = 6⊕ 3¯ (3)
Цi мультиплети для важкого 𝑏-кварка зображено
на рис. 1.
Аналогiчний вигляд мають мультиплети, утворенi
з комбiнацiй важкого 𝑐-кварка з легкими.
Рис. 1. Мультиплети станiв з 𝑏-кварком.
Щодо спiнової частини хвильової функцiї, сумую-
чи спiни легких кваркiв, можна отримати значення
спiну 𝑠 = 1 (симетричний вiдносно перестановки
кваркiв стан) та 𝑠 = 0 (антисиметричний). Додаю-
чи спiн третього кварка, отримаємо два симетричнi
стани з 𝑠 = 3/2 та 𝑠 = 1/2 та антисиметричний стан
з 𝑠 = 1/2.
Рис. 2. b-барiони в основному станi
В основному станi орбiтальна хвильова функцiя є
симетричною вiдносно перестановки кваркiв. Тому
спiн-ароматна частина повинна бути також симетри-
чною. Комбiнуючи симетричнi (антисиметричнi) спi-
новi хвильовi функцiї з симетричним (антисиметри-
чним) мультиплетом, отримаємо секстети з 𝑗 = 3/2
та 𝑗 = 1/2 та антитриплет з 𝑗 = 1/2 (всього 15
частинок).
Мультиплети барiонiв, що мiстять 𝑏-кварк, зобра-
жено на рис. 2. Аналогiчна вигляд мультиплетiв
матимемо й для 𝑐-барiонiв.
2. Барiони з двома тотожними важкими
кварками
2.1. Аналогiя з iонiзованою молекулою во-
дню
Iонiзована молекула водню H+2 являє собою най-
простiшу молекулу. Вона складається з двох ядер
водню, в потенцiальному полi яких знаходиться один
електрон [6]. Таким чином, барiон з двома важкими
кварками можна розглядати як iонiзовану молекулу
водню, де два важких кварки грають роль ядер, а
легкий кварк – роль електрона.
Ця аналогiя дозволяє застосувати до розрахун-
ку спектру мас важких барiонiв варiацiйний метод
Рiтца, який застосовуються до задачi iонiзованої
молекули водню. Однак вона накладає обмеження:
маси важких кваркiв не повиннi сильно вiдрiзняти-
ся. Оскiльки маса 𝑏-кварка перевищує масу 𝑐-кварка
бiльше нiж в два рази, даний метод дозволить нам
розрахувати маси лише тих частинок, якi мiстять
два тотожних важких кварка. Це барiони вигляду:
𝑄𝑄𝑞, де 𝑄 ∈ (𝑐, 𝑏), 𝑞 ∈ (𝑢, 𝑑, 𝑠).
2.2. Систематика барiонiв в основному станi
У випадку барiонiв з двома тотожними важкими
кварками, усi можливi комбiнацiї кваркiв розташо-
вуються в одному симетричному триплетi, який для
випадку 𝑄 = 𝑏 зображено на рис. 3.
Рис. 3. Симетричний
триплет станiв з
двома 𝑏-кварками
Для того, щоб спiн-
ароматна частина хвильової
функцiї була симетричною,
цей мультиплет треба ком-
бiнувати з симетричними
за спiном станами (𝑠 = 3/2
та 𝑠 = 1/2). В результатi
отримаємо два триплети
з 𝑗 = 3/2 та 𝑗 = 1/2, якi
зображено на рис. 4 (𝑄 = 𝑏).
Аналогiчнi частинки маємо
для 𝑄 = 𝑐.
Рис. 4. Барiони з двома 𝑏-кварками в основному станi
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3. Гамiльтонiан системи
Для застосування варiацiйного метода було обрано
пробну хвильову функцiю [1]:
|𝑛 = 1, 0, 0⟩ = 1
𝑁
𝜈∑︁
𝑘=0
𝑎𝑘𝑒
−𝛼𝑘𝜌−𝛽𝑘𝑟, 𝑎0 = 1, (4)
де 𝑎𝑘 – коефiцiєнти, що визначаються з умов орто-
гональностi хвильових функцiй, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘 – варiацiйнi
параметри, 𝜌, 𝑟 – координати Якобi.
Коефiцiент 𝑁 визначається з умови нормування i
має вигляд:
𝑁 =
[︃
4(4𝜋)2
𝜈∑︁
𝑘=1
𝜈∑︁
𝑙=1
𝑎𝑘𝑎𝑙
(𝛼𝑘𝑙)3(𝛽𝑘𝑙)3
]︃1/2
, (5)
де 𝛼𝑘𝑙 = 𝛼𝑘 + 𝛼𝑙, 𝛽𝑘𝑙 = 𝛽𝑘 + 𝛽𝑙.
Гамiльтонiан системи [1]:
𝐻 = 𝑇 + 𝑉cornell + 𝑉ss, (6)
де 𝑇 – кiнетична енергiя, 𝑉cornell – корнеллiвський
потенцiал, який є сумою кулонiвського та лiнiйно-
зростаючого потенцiалiв: 𝑉cornell = 𝑉Coul + 𝑉conf,
𝑉ss – поправка до потенцiалу, що вiдповiдає за спiн-
спiнову взаємодiю, враховується за допомогою теорiї
збурень.
Вигляд кiнетичної енергiй [1]:
𝑇 =
P2
2𝑀
+
q2
2𝜇𝑞
+
p2
2𝜇𝑝
, (7)
де P – iмпульс системи як цiлого, q, p – iмпульси,
що вiдповiдають координатам Якобi 𝜌, r, 𝑀 – су-
марна маса трьох кваркiв,
𝜇𝑞 =
3𝑚1(𝑚2 +𝑚3)
4𝑀
, 𝜇𝑝 =
𝑚2𝑚3
𝑚2 +𝑚3
.
Кулонiвська та лiнiйна чистини корнеллiвського
потенцiалу мають вигляд [1]:
𝑉Coul(𝑟𝑖𝑗) = −2
3
𝛼𝑠
𝑟𝑖𝑗
, 𝑉conf(𝑟𝑖𝑗) =
1
2
(𝐴𝑟𝑖𝑗 +𝐵), (8)
де 𝛼𝑠 – константа сильної взаємодiї, 𝑟𝑖𝑗 – модуль
вiдстанi мiж 𝑖-тим та 𝑗-тим кварками, 𝐴 i 𝐵 – кон-
станти.
Потенцiал спiн-спiнової взаємодiї визначається на-
ступним виразом [1]:
𝑉𝑠𝑠(r𝑖𝑗) =
16𝜋
9𝑚𝑖𝑚𝑗
𝛼𝑠𝛿(r𝑖𝑗)s𝑖 · s𝑗 , (9)
де 𝑚𝑖 – маса 𝑖-того кварку та s𝑖 – оператор спiну
𝑖-того кварка.
Усереднення за пробною хвильовою функцiєю (4)
кiнетичної енергiї [1]:
⟨𝑇 ⟩
(︃√
3
2
)︃3
2(4𝜋)2
𝑁2
×
×
𝜈∑︁
𝑘=1
𝜈∑︁
𝑙=1
𝑎𝑘𝑎𝑙
𝜇−1𝑞 𝛼𝑘𝛼𝑙 + 𝜇
−1
𝑝 𝛽𝑘𝛽𝑙
(𝛼𝑘𝑙)3(𝛽𝑘𝑙)3
.
(10)
Кулонiвської частини потенцiальної енергiї [1]:
⟨𝑉Coul(r𝑖𝑗)⟩ = −2
3
𝛼𝑠
2(4𝜋)2
𝑁2
𝜈∑︁
𝑘,𝑙=0
𝑎𝑘𝑎𝑙×
×𝑎
2
𝑖𝑗𝛽
2
𝑘𝑙 + 3𝑎𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗𝛼𝑘𝑙𝛽𝑘𝑙 + 𝑐
2
𝑖𝑗𝛼
2
𝑘𝑙
𝛼2𝑘𝑙𝛽
2
𝑘𝑙 (𝑎𝑖𝑗𝛽𝑘𝑙 + 𝑐𝑖𝑗𝛼𝑘𝑙)
3 .
(11)
Усереднення потенцiалу конфайнмента:
⟨𝑉conf(𝑟𝑖𝑗)⟩ = 4(4𝜋)
2𝐴
𝑁2
(︃√
3
2
)︃3
×
×
𝜈∑︁
𝑘,𝑙=0
𝑎𝑘𝑎𝑙(3𝑎
4
𝑖𝑗𝛽
4
𝑘𝑙 + 9𝑎
3
𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗𝛼𝑘𝑙𝛽
3
𝑘𝑙+
+11𝑎2𝑖𝑗𝑐
2
𝑖𝑗𝛼
2
𝑘𝑙𝛽
2
𝑘𝑙 + 9𝑎𝑖𝑗𝑐
3
𝑖𝑗𝛼
3
𝑘𝑙𝛽𝑘𝑙 + 3𝑐
4
𝑖𝑗𝛼
4
𝑘𝑙)÷
÷(𝛼4𝑘𝑙𝛽4𝑘𝑙 (𝑎𝑖𝑗𝛽𝑘𝑙 + 𝑐𝑖𝑗𝛼𝑘𝑙) 3).
(12)
Усереднення поправки до гамiльтонiана (9):
⟨𝑉𝑠𝑠(r𝑖𝑗)⟩ = 1
𝑁2
𝛼𝑠
𝑚𝑖𝑚𝑗
8(4𝜋)2
9
×
×⟨s𝑖 · s𝑗⟩
𝜈∑︁
𝑘,𝑙=0
𝑎𝑘𝑎𝑙
(𝑐𝑖𝑗𝛼𝑘𝑙 + 𝑎𝑖𝑗𝛽𝑘𝑙)
3
(13)
4. Чисельнi розрахунки
4.1. Параметри та маси кваркiв
Параметри потенцiалу та маси легких кваркiв [1,
7]:
𝛼𝑠 = 0.26866,
𝐴 = 0.180 ГеВ2,
𝐵 = −1.234 ГеВ,
𝑚𝑠 = 0.65 ГеВ,
𝑚𝑢𝑑 = 0.335 ГеВ.
Маси важких кваркiв 𝑚𝑐 та 𝑚𝑏 обраховано з мас
частинок Ξ−𝑐 та Ξ
−
𝑏 :
𝑚𝑐 = 1.92 ГеВ,
𝑚𝑏 = 5.3 ГеВ.
4.2. Спектр мас барiонiв з одним важким
кварком
Спектри, отриманi за допомогою методу Рiтца
зазначено в таблицях 1, 2.
Мiнiмiзацiя проводилась за допомогою програми
MINUIT.
Табл. 1. Експериментально визначенi та теоретично
розрахованi маси 𝑐-барiонiв, МеВ
𝐼(𝐽)𝑝 Експеримент [10] Теорiя
Λ𝑐 0( 12 )
+ 2286.46± 0.14 2227
Σ𝑐 1( 12 )
+ 2453.97± 0.14 2411
Σ𝑐 1( 32 )
+ 2518.41+0.21−0.19 2504
Ξ𝑐
1
2 (
1
2 )
+ 2467.93+0.28−0.40 2460
Ξ′𝑐
1
2 (
1
2 )
+ 2575.7± 3.0 2566
Ξ𝑐
1
2 (
3
2 )
+ 2645.9± 0.5 2654
Ω𝑐 0( 12 )
+ 2695.2± 1.7 2717
Ω𝑐 0( 32 )
+ 2765.9± 2.0 2797
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В даних розрахунках маси 𝑢 та 𝑑 кваркiв при-
ймались рiвними, тому частинки, якi входять до
одного iзотопiчного мультиплету, приймаються за
одну частинку, маса якої вказана в таблицях. Таке
наближення не є сильним обмеженням, адже маси
таких частинок дуже мало вiдрiзняються [10].
Табл. 2. Експериментально визначенi та теоретично
розрахованi маси 𝑏-барiонiв, МеВ
𝐼(𝐽)𝑝 Експеримент [10] Теорiя
Λ𝑏 0(
1
2 )
+ 5619.5± 0.4 5562
Σ𝑏 1(
1
2 )
+ 5811.3± 0.9± 1.7 5784
Σ𝑏 1(
3
2 )
+ 5832.1± 0.7+1.7−1.8 5821
Ξ𝑏
1
2 (
1
2 )
+ 5794.9± 0.9 5785
Ξ′𝑏
1
2 (
1
2 )
+ 5937
Ξ𝑏
1
2 (
3
2 )
+ 5949.3± 0.9 5972
Ω𝑏 0(
1
2 )
+ 6048.8± 3.2 6147
Ω𝑏 0(
3
2 )
+ 6176
4.3. Спектр мас барiонiв з двома тотожними
важкими кварками
Спектр мас важких барiонiв з двома тотожними
важкими кварками зазначено в таблицi 3.
Табл. 3. Маси барiонiв з двома тотожними важкими
кварками Ξ𝑄𝑄 = (𝑢𝑄𝑄), Ξ𝑄𝑄 = (𝑑𝑄𝑄),
Ω𝑄𝑄 = (𝑠𝑄𝑄), МеВ
𝐼(𝐽𝑃 ) Теорiя Yoshida [8] Karliner [9]
Ξ𝑐𝑐
1
2
(︁
1
2
+
)︁
3605 3685 3627± 12
Ξ𝑐𝑐
1
2
(︁
3
2
+
)︁
3734 3754 3690± 12
Ξ𝑏𝑏
1
2
(︁
1
2
+
)︁
10250 10314 10162± 12
Ξ𝑏𝑏
1
2
(︁
3
2
+
)︁
10316 10339 10184± 12
Ω𝑐𝑐
1
2
(︁
1
2
+
)︁
3797 3832 –
Ω𝑐𝑐
1
2
(︁
3
2
+
)︁
3893 3883 –
Ω𝑏𝑏
1
2
(︁
1
2
+
)︁
10426 10454 –
Ω𝑏𝑏
1
2
(︁
3
2
+
)︁
10473 10486 –
Висновки
В данiй роботi в рамках нерелятивiстської моде-
лi складових кваркiв було застосовано варiацiйний
пiдхiд для розрахунку спектру мас важких барiонiв,
що мiстять один важкий кварк або два тотожних
важких кварки.
Була запропонована модель в якiй в якостi мiж-
кваркової взаємодiї було обрано корнеллiвський по-
тенцiал. В данiй моделi барiони, що мiстять важкий
кварк було розглянуто за аналогiєю з атомом ге-
лiю, а барiони, що мiстять два тотожних важких
кварки – з iонiзованою молекулою водню.
Було проведена систематизацiя важких барiонiв в
основному станi виходячи з мiркувань симетрiї хви-
льової функцiї вiдносно перестановки кваркiв. Були
також розрахованi маси 𝑐 та 𝑏 складових кваркiв. Ви-
користовуючи значення параметрiв потенцiалу, мас
легких кваркiв та мiнiмiзуючи усереднений за обра-
ною хвильовою функцiєю гамiльтонiан системи [1],
було отримано спектр мас 𝑐-барiонiв, 𝑏-барiонiв, а
також барiонiв з двома тотожними важкими кварка-
ми.
Для 𝑐- та 𝑏-барiонiв розрахованi маси були порiв-
нянi з експериментальними значеннями. Як видно з
таблиць 1 та 2, розрахований спектр досить добре
узгоджується з експериментом. Для частинок Ξ′𝑏 та
Ω𝑏 (𝐽
𝑃 = 32
+
) було зроблено теоретичне передбачен-
ня їх мас.
Що стосується барiонiв з двома тотожними важки-
ми кварками, вони ще не спостерiгались експеримен-
тально, тому для них було зроблено передбачення.
Отриманi значення мас (табл. 3) були порiвнянi з
масами, розрахованими за допомогою iнших пiдхо-
дiв [8, 9]. Те, що використання рiзних методiв в рам-
ках рiзноманiтних моделей розрахунку призводить
до отримання досить близьких мiж собою значень,
дозволяє звузити дiапазон пошуку цих частинок на
експериментi.
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